HOJA DE EJERCICIOS 6
Anilisis Matematico.
CURSO 2017-2018.

Problema 1. Sea f : R” — R una funcién de clase C? y sea A una matriz n x n. Se define g : R® — R como
g(x) = f(Az). Calcula la matriz hessiana de g, asi como su determinante.

Problema 2. Sea f : U — R una funcién de clase C? en un abierto U de R? que contiene al punto a = (3,2, —1).
Se sabe que:

-4 1 3
flay =6 , Df, =[000] , Hess(f)a =1 -2 0
3 0 -3

(a) Escribe el polinomio de Taylor de orden 2 de f en a.
(b) Di, razonadamente, si a es maximo local de f, minimo local de f o ninguna de las dos cosas.

Problema 3. Calcula el polinomio de Taylor de orden 3 de f en el punto indicado:
() fla.y) = e+ sen 7

(®) f(z,y) = x* +y* +2y® en el punto (1,2).

en el punto (0,0).

Problema 4. Estudia los puntos criticos de la funcién f(z,y) = ot 4yt 622y + 823,
Indicacion: estudia el comportamiento de h(z) = f(z,z) para |z| pequetio.
Demuestra que f tiene un minimo global, pero no un maximo global.

Problema 5. Estudia los puntos criticos de f(z,y) = 22 +y?> — zy — > ;Tiene algin minimo local? ;Tiene
algin maximo local? ;Tiene minimo global?; Tiene maximo global?

Problema 6. Demuestra que la funcién

f:R*\{(0,0)} —R , f(xy)=m+$2+y4,

alcanza su valor minimo y calcula los puntos donde lo alcanza. jAlcanza un valor maximo?

Problema 7. Dada una constante ¢ > 0, consideramos la funcién:

1 1
f:(07+oo)n_>R ) f(fL'17...,fL'n):xl"'xn+c7l+1(+,,,+)_

1 Tn

(a) Comprueba que f tiene un tnico punto critico a. Calcula explicitamente a y f(a).

(b) Demuestra que si |z;| < ¢/(n+2) para algin j € {1,...,n} entonces f(z) > f(a).

(c¢) Demuestra que si |z1], ..., |zn] > ¢/(n + 2) entonces f(x) > cte - ||z||co. Deduce que f(a) es el valor minimo
de f en todo su dominio.

Indicacion: hazlo primero para n = 2, ayuddndote de un dibujo en el cuadrante (0, —|—oo)2.

k
Problema 8. Fijados puntos py,...px € R, determina x € R" tal que la expresiéon Z |z —png sea lo méas

i=1
pequena posible.

Problema 9. Sea U C R" abierto. Dadas funciones f : U — R, h : R — R, con h estrictamente creciente, se
define G = ho f.

a) Prueba que los méximos y minimos locales son los mismos para f y G.

b

. Qué ocurre si h es estrictamente decreciente?

)
¢) Halla los maximos y minimos locales de G : (0,+00) x R — R dada por G(z,y) = e>**[(°g )" +y7],
)

d) Supongamos que f es diferenciable en a € U y h es derivable en ¢ = f(a) con h'(c) # 0. Prueba que el
punto a es critico para G siy sdlo si lo es para f.




Problema 10. Para cada aplicacién f : R®™ — R" y el correspondiente conjunto E que se dan, demuestra que
hay un tnico punto a € R" tal que f(a) = a, y que de hecho a € E. Describe un procedimiento para calcular a
con dos decimales de precision.

Indicacion: puede ser de ayuda el apartado (b) del problema 12 de la Hoja 1.
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Problema 11. Sea A : R? — R? la aplicacién lineal dada por la matriz

1 (5 6
A_10<4 3>'

Demuestra que A es contractiva en (R?, |-||;) pero no lo es en (R?, ||||.)-
Indicacion: puede ser de ayuda el problema 12 de la Hoja 1.

Problema 12. En este ejercicio exploramos lo que pasa al debilitar alguna hipodtesis del teorema de la aplicaciéon
contractiva.

a) (Espacio completo, K = 1). Da un ejemplo de f : R — R sin punto fijo, pero que cumpla | f(z")— f(z)| = |2’ x|
para cualesquiera z, 2’ € R (nétese que necesariamente f es continua).

b) (Espacio compacto, K = 1). Sea C' = {(z,y) € R? : 22 + y? = 1} la circunferencia unidad. Da un ejemplo de
una f : C' — C sin punto fijo, pero que cumpla ||f(p) — f(¢)]| = |lp — ¢|| para cualesquiera p,q € C.

¢) (Espacio no completo). Da un ejemplo de una f: R\ {0} — R\ {0} contractiva pero sin punto fijo.

d) (Dominio y codominio distintos). Explica por qué ninguna aplicacién f : [—1,1] — [2,4] puede tener puntos
fijos. Da un ejemplo de una tal f que cumpla |f(z') — f(z)| = (1/2) |2' — z| para cualesquiera x, 2z’ € [—1,1].

e) (Dominio y codominio distintos como espacios métricos). Consideramos en R las distancias d(z,y) = |z — v/,
d'(z,y) = |z — y|/2. Exhibe una f : R — R sin puntos fijos pero tal que d'(f(z), f(z)) = (1/2) d(x,2"), es
decir que tenemos una aplicacién f : (R,d) — (R,d’) que es de Lipschitz con constante 1/2 pero sin puntos
fijos.

Problema 13. Estudia alrededor de qué puntos tienen inversa diferenciable los cambios a cilindricas y esféricas:

z(r,p,h) =rcosg x(r,0,¢) =rcosfsenq
y(r,p,h) =rsenyp y(r,0,¢) =rsenfseng
z(r,o.h) =h, z2(r,0,¢) =rcosg.

Problema 14. Elige una inversa local del cambio a polares x(r,8) = r cos 8, y(r,0) = rsen 6§, definida alrededor
del punto x =2, y = —2v/3. Calcula la matriz jacobiana en este punto de la inversa local elegida.




